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Arbeitsmaterialien Sekundarstufe

Wer findet einen weiteren Losungsweg? 3.8

Voruberlegungen

Ziele und Inhalte:

e Die Schiiler erhalten geometrische Aufgaben, die mit ihren Kenntnissen auf mehreren unterschiedlichen
Wegen erfolgreich bearbeitet werden konnen. Sie sind hier nicht damit zufrieden, ein Problem irgend-
wie gelost zu haben, sondern werden dabei unterstiitzt, weitere alternative Losungswege zu erproben.

e [Eswerden sieben geometrische Aufgaben vorgestellt, zu denen jeweils mehrere Losungswege angedeu-
tet werden, die Schiiler selbststindig ausfiihren konnen.

e Die Schiiler erfahren, dass ,, Wie muss ich diese mathematischeAutfgabe bearbeiten?“ eine unangemes-
sene Frage ist. Moglichst viele Schiiler sollten als Antwert auf diese Frage versuchen, die Aufgabe auf
mindestens zwei Wegen zu losen.

Zentrales Anliegen:

In der Mathematik gibt es zu einem 10sbaren Problem im Allgemeinen viele unterschiedliche Losungs-
wege. Es widerstrebt Menschen in individuell verschiedenem Grade, ein in vertrautem Zusammenhang
behandeltes Problem spéter mit neuem Wissen anzugehen. Mathematisches Konnen kann aber dadurch
nachhaltig gefordert werden, dass es Schiilern ermdglicht wird, ein Problem mehrmals zu bearbeiten.
Mathematik ist weniger ein Lernfach als ein ,, Tunfach“. Werden mannigfache Losungswege gefunden,
in der Klasse vorgestellt und gemeinsam bewertet, dann kann bei Schiilern Freude aufkommen — dann
wird in der Tat gelegentlich Lust an eigenem Denken erlebt werden. Dies ist das wertvollste Ziel unse-
res Mathematikunterrichts.

Werden Schiiler dazu angehalten, gelegentlich alternative Losungswege zu iiberlegen, dann sind natiir-
lich auch alle Umwege niitzlich und lobenswert. Einen eingeschlagenen aufwendigen Weg eventuell
mithsam zu Ende zu fiihren, ist unbedingt eine anerkennenswerte Leistung, bei der wertvolles Durch-
haltevermogen gestérkt wird. Natiirlich werden die unterschiedlichen Losungswege dann der Klasse
présentiert, um bewertet zu werden. Zu Recht ist ,,Bewerten* die sechste und damit nicht nur die an-
spruchsvollste, sondern auch die wertvollste Bloom’sche Kategorie. Vielen Schiilern kann deutlich wer-
den, dass es in der Mathematik nicht angemessen ist, ein behandeltes Thema nach der zugehorigen Klas-
senarbeit als erledigt anzusehen und wie selbstverstindlich zu vergessen. Bei den hier vorgestellten
unterschiedlichen Losungswegen werden Grundaussagen benutzt, die eigentlich immer prasent sein
sollten.

Lehrkrifte wissen, dass Eltern eher leistungsschwacher Schiiler immer wieder fordern, dass nur ein
Standardlosungsweg unterrichtet wird: ,Mehrere Losungswege verwirren unsere Schiiler. Es ist schwer
genug, einen klar vorgezeichneten Losungsweg nachzuvollziehen. Es sollen nicht alle jungen Menschen
Mathematiker werden.* Diese Aussage mag dann durchaus angemessen sein, wenn von dem Kind eine
zentrale Priifung knapp bestanden werden soll, denn in solchen Priifungen miissen meist in weitem
Umfang einfache Routineaufgaben in knapper Zeit bearbeitet werden. Wird allerdings angestrebt,
Schiilern im Mathematikunterricht Durchblick und Uberblick zu ermoglichen, dann geniigt es, wenn in
wenigen Unterrichtsstunden vor einer zentralen Priifung Routineverfahren zielgerichtet zusammenge-
stellt werden. Dabei kommen eher schwache Schiiler zu ihrem Recht. Uberdies werden viele Schiiler
mit Selbstvertrauen in Priifungen gehen, Routineaufgaben rasch und sicher erledigen, geniigend Zeit
fiir untypische Fragen gewonnen haben und hervorragende Ergebnisse erzielen. Dass dies so ist, haben
wir jahrzehntelang ausnahmslos erleben diirfen.
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Arbeitsmaterialien Sekundarstufe

3.8 Wer findet einen weiteren Losungsweg?

Voruberlegungen

Einordnung:

Es werden sieben geometrische Aufgaben vorgestellt,zu denen es jeweils mehrere Losungswege gibt.
Dabei werden jeweils einige, aber gewiss nicht alle Losungswege angegeben. Am Ende einer Lehrein-
heit konnen Schiiler nicht nur erleben, dass das soeben Gelernte ihre Moglichkeiten erweitert, Aufga-
ben erfolgreich zu 16sen, sie konnen auch erfahren, dass zuriickliegende einfache geometrische Sach-
verhalte gelegentlich elegante Wege erdffnen konnen. Dabeiergeben sich auch Moglichkeiten, iiber
Methoden zu reflektieren. Beispielsweise gelten Uberlegungén/afr dihnlichen Dreiecken als nicht ganz
einfach, stehen Winkelfunktionen zur Verfiigung, dannkonnensie gelegentlich durch ein einfaches Ver-
fahren ersetzt werden.

Im Folgenden werden detaillierte Angaben zu den€inzelnen Aufgaben geboten. In den Aufgabenstel-
lungen werden jeweils mehrere Losungswege angedeutet. Die vorgenommene Nummerierung soll
keine Wertung beinhalten. Die Losungen.sind so breit dargestellt, dass sie auch fiir Schiiler geeignet
sind.

Die einzelnen Beispiele im Uberblick:

Beispiel: Winkel in Dreiecken

Beispiel: Kreistangenten

Beispiel: Fliachensétze bei rechtwinkligen Dreiecken
Beispiel: Liegen drei Punkte auf einer Geraden?
Beispiel: Ein Kreis

Beispiel: Eine Flachenberechnung

Beispiel: Ist das Dreieck gleichschenklig?
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Arbeitsmaterialien Sekundarstufe

Wer findet einen weiteren Losungsweg? 3.8

Unterrichtsplanung

1. Beispiel: Winkel in Dreiecken

Zuerst wird dazu angeregt, einen aufwendigen Losungsweg einzuschlagen. Der Satz iiber Auflenwinkel
in Dreiecken wird gelegentlich nicht oder nur am Rande behandelt. Der 2. Losungsweg ist angemessen,
wenn dieser Satz nicht parat ist. Er erlaubt eine elegante Losung. Beim 3. Losungsweg konnen die Schii-
ler erfahren, dass vertiefte Kenntnis der Schliissel dazu sein kann, ein\Problem rechnungsarm im Kopf
zu l6sen. (Arbeitsblatt 1, M1; Losungen siche M2)

2. Beispiel: Kreistangenten

Es ist angemessen, wenn bei der Konstruktien einesrechten Winkels iiber einer Strecke vor allem an
den Satz von Thales gedacht wird.

Vorgegeben sind ein Kreis und ein Punkt auerhalb des Kreises. Es sollen die Kreistangenten konstru-
iert werden, die durch den Punkt gehen. Di€s ist eine Routineaufgabe, die im Allgemeinen mithilfe ei-
nes Thaleskreises erledigt wird. Gerade bei Routineaufgaben mag es besonders reizvoll sein, diese auch
auf mehreren unkonventionellen Wegen zu 16sen. Benutzt werden gleichschenklige Dreiecke, Drehun-
gen und Kongruenzsitze. (Arbeitsblatt 2, M3; Losungen siche M4 und M5)

3. Beispiel: Flachensatze bei rechtwinkligen Dreiecken

Esist angemessen, bei Berechnungen an rechtwinkligen Dreiecken zuerst an den Satz von Pythagoras
zu denken.

Steht nur der Satz von Pythagoras zur Verfiigung, dann sind hier umfangreiche Rechnungen erforder-
lich. Kénnen neben dem Satz von Pythagoras auch der Kathetensatz und der Hohensatz herangezogen
werden, vereinfacht dies die Rechnung deutlich.

Bei den Flachensétzen an rechtwinkligen Dreiecken ist es sinnvoll, zum Satz von Pythagoras, dem
Kathetensatz und dem Hohensatz auch die Aussage liber den doppelten Fldcheninhalt des rechtwinkli-
gen Dreiecks im Auge zu behalten. Dann kann die vorliegende Aufgabe mit einer Kopfrechnung erle-
digt werden. Die gleiche Formel kann mithilfe des 3. Ahnlichkeitssatzes gewonnen werden. Die dabei
erforderlichen Betrachtungen sind fiir Lernende erfahrungsgeméf nicht ganz einfach nachvollziehbar.
Die erforderlichen Uberlegungen kénnen durch den angenehmen Einsatz von Winkelfunktionen deut-
lich erleichtert werden. (Arbeitsblatt 3, M6; Losungen siche M7 und M8)

4. Beispiel: Liegen drei Punkte auf einer Geraden?

Es gibt mehrere Eigenschaften, die jeweils dafiir hinreichend sind, dass drei Punkte auf einer gemeinsa-
men Geraden liegen. Werden Streckenlédngen herangezogen, dann kann das Problem mithilfe des Satzes
von Pythagoras gelost werden. Allerdings ist die dabei erforderliche Rechnung fiir Schiiler keinesfalls
trivial. Wird der Tangens benutzt, mag die erforderliche algebraische Umformung als Routineumfor-
mung angesehen werden. Dies wird noch deutlicher, wenn die Gleichung einer Ursprungsgeraden he-
rangezogen werden kann.

Werden Winkel zur Kennzeichnung benutzt und erinnern sich Schiiler an elementare geometrische
Aussagen, dann sind die Losungswege angenehm einfach. (Arbeitsblatt 4, M9; Losungen siche M10

und M11)
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Arbeitsmaterialien Sekundarstufe

3.8 Wer findet einen weiteren Losungsweg?

Unterrichtsplanung

5. Beispiel: Ein Kreis

Dieses Problem ist geeignet, nach der Einfithrung der Winkelfunktionen mannigfache Inhalte der Ele-
mentargeometrie zu wiederholen. Verschiedene Ansétze fithren mit unterschiedlichem Aufwand zum
Erfolg. Geometrische Einsicht kann gewonnen werden, wenn die Fragestellung so umformuliert wird,
dass nur gleichartige Forderungen gestellt werden. (Arbeitsblatt 5, M12; Losungen siche M13 bis M17)

6. Beispiel: Eine Flachenberechnung

Auch dieses Problem ist fiir einen Uberblick geigmet, der weite Teile der Schulgeometrie in Erinnerung
rufen kann: Winkelfunktionen, zentrische Streckungen, Strahlensétze konnen benutzt werden, analyti-
sche Geometrie der Geraden ermdglicht.einén eleganten Losungsweg. (Arbeitsblatt 6, M18; Losungen
siche M19 bis M22)

7. Beispiel: Ist das Dreieck gleichschenklig?

Ein Dreieck heif3t gleichschenklig, wenn es zwei gleich lange Seiten hat. Ein Dreieck ist als gleich-
schenklig erkannt, wenn gezeigt ist, dass es zwei gleich gro3e Innenwinkel hat.

Schiilern soll ein beeindruckendes Beispiel dafiir gegeben werden, dass es angemessen sein kann, vor
vergleichsweise aufwendigen trigonometrischen Umformungen auf elementare Weise die Gréen von
Winkeln zu berechnen. (Arbeitsblatt 7, M23; Losungen siche M24 und M25)
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