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Arbeitsmaterialien Sekundarstufe

Positive und negative Zahlen 1.15

Voruberlegungen

Ziele und Inhalte:

e Die Schiiler erfahren, dass positive und negative Zahlen bendotigt werden, um Realitit zu beschreiben.
Sie festigen ihr Wissen bei konkreten Anwendungen.

e Sie lernen die fundamentale Idee kennen, die hinter der Einfiihrung negativer Zahlen steht. Sie ver-
stehen danach auch die poetische Aussage ,, Die negativen Zahlen sind der mathematische Ausdruck fiir
die menschliche Sehnsucht“.

e Sie erwerben konkrete, logisch stimmige und daher belastbare,Grundvorstellungen zu den Vorzeichen
und Operationszeichen beim Rechnen mit positiven und negativen Zahlen.

Weifst du, was der mathematische Ausdruck fiir die Sehnsucht ist?
Es sind die negativen Zahlen!
Peter Hoeg in ,,Friulein Smillas Gespiir fiir Schnee*

Zentrales Anliegen:

Zur Mathematik: Zugrunde liegt beispielsweise die additive Halbgruppe der natiirlichen Zahlen. Dann
werden negative Zahlen eingefiihrt, um die Halbgruppe zu einer Gruppe zu erweitern. Jeder Schiiler
soll die Frage ,,Was hat sich eigentlich nach der Einfithrung negativer Zahlen wesentlich geiindert?“
beantworten konnen: In einer Gruppe gibt es zu jedem Element genau ein inverses Element. Hier gibt
es zu jeder Zahl genau eine Gegenzahl.

Bei der Einfiihrung negativer Zahlen kann formal vorgegangen werden. Dann werden die schon be-
kannten Zahlen mit einem eigentlich entbehrlichen positiven Vorzeichen versehen. Zu jeder positiven
Zahl a wird eine negative Zahl als Losungselement der Gleichung x + a = 0 dazugenommen. Diese
wird ,,0 — a“ oder kurz ,,—a“ geschrieben. Nach einer solchen Einfithrung wird allerdings —a fiir viele
Lernenden selbst dann negativ bleiben, wenn a fiir eine negative Zahl stehen kann. Eine Addition und
eine Multiplikation werden entsprechend dem Permanenzprinzip so festgelegt, dass bekannte Rechen-
gesetze erhalten bleiben. Vorzeichen und Rechenoperationen haben bei dieser Einfithrung keine kon-
krete inhaltliche Bedeutung.

Positive und negative Zahlen konnen hingegen auch mit der Realitét verkniipft und so von den Lernen-
den als bedeutungsvoll erlebt werden. Dabei werden die bereits bekannten Zahlen durch das positive
Vorzeichen zu neuen Objekten, zu denen gleichrangig negative Zahlen treten. Sowohl alltéglich erlebte
als auch nachvollziehbare gedachte Situationen konnen Modelle abgeben, mit denen Schiiler nach-
haltige Grundvorstellungen erwerben, wobei die Vorzeichen und auch die Operationszeichen keine
sinnleeren Symbole sind, sondern konkrete Bedeutungen haben. Modelle fiir eine mathematische
Struktur konnen einen Mangel haben, da sie nicht alle Eigenschaften der angestrebten Struktur aufwei-
sen, und sie konnen ein Surplus in Gestalt von Eigenschaften haben, von denen abgesehen (abstrahiert)
werden muss. Das Modell darf allerdings nicht von grundlegend anderer Art als die angestrebte Struk-
tur sein, denn es soll ja Vorbildcharakter haben und Orientierung geben. Angestrebte grundlegende
Strukturen sind hier:

¢ Positive und negative Zahlen sind Elemente einer Gruppe.
¢ Diese Gruppe operiert auf einer Menge von Zahlen oder von Punkten einer Zahlengeraden.
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Arbeitsmaterialien Sekundarstufe

1.15 Positive und negative Zahlen

Voruberlegungen

Fiir das Ziel der Erweiterung einer Halbgruppe ist es wesentlich, dass die Addition eine assoziative
innere Verkniipfung auf einer Menge von Zahlen ist.

Wir betrachten eine im Unterricht bewéhrte Grundsituation: Herr Hérle hat ein Konto. Der Kontostand
ist ausgeglichen. Dieser Zustand wird durch die Zahl 0 charakterisiert. Frau Bauer ist Bankangestellte.
Sie betreut das Konto. Sie nimmt eine Gutschrift von 100 € vor. Diese Handlung (dieser Vorgang) wird
durch die Zahl +100 beschrieben. Auf dem Konto ist danach gin Guthaben von 100 €. Dieser Zustand
wird auch durch die Zahl +100 beschrieben. Danach nimmt Frau Bauer eine Lastschrift von 300 € vor.
Dieser Handlung (diesem Vorgang) wird die negative Zah}=300 zugeordnet. Danach ist das Konto mit
200 € im Soll — es hat den durch —200 € erfassten Zustand. Die beiden hintereinander ausgefithrten
Vorginge konnen gleichwertig durch eine Lastschrift von 200 € ersetzt werden — dann werden zwei
Vorginge verkniipft,um durch einen gleichwertigemVorgang ersetzt zu werden. Diese Verkniipfung
kann Addition genannt werden, denn es handelt sich um eine innere Verkniipfung auf der Menge der
Vorginge.

Da jeder Vorgang einen Zustand des Kontos in einen anderen tiberfiihrt, bewirkt er eine Abbildung der
Menge der Zustdnde des Kontos auf sich=Selbstverstindlich miissen Vorginge und Zustiinde streng
unterschieden werden. Der strukturelle (mathematische) Unterschied ist auch von der beschriebenen
Realitdt her bedeutsam: Es ist kein geringer Unterschied, ob jemand 500 € Schulden hat oder 500 €
Schulden macht. Es ist durchaus nicht gleichgiiltig, ob alte Schulden oder nur die Neuverschuldung
reduziert und sogar auf ,,Null gefahren“ werden. Mathematikunterricht muss nicht zuletzt Verant-
wortung dafiir {ibernehmen, dass Schiiler befdhigt werden, zum Beispiel Aussagen von Politikern und
Journalisten angemessen zu bewerten.

Zahlen sind geordnet. Die Menge der Zustidnde eines Kontos ist ebenfalls geordnet und die sie erfassen-
den Zahlen konnen auf einer Zahlengeraden angegeben werden, die nach beiden Seiten unbegrenzt
gedacht wird. An ihr wird deutlich, dass —200 kleiner als 0 ist. Dies entspricht der Erfahrung, dass 200 €
Schulden-Haben weniger Besitz als ein ausgeglichenes Konto ist. Damit begegnet Leonard Euler dem
bei der Einfithrung negativer Zahlen hinderlichen Vorurteil, dass keine Zahl kleiner als 0 sein konne.
Eine Menge von positiven und negativen Zahlen ist geordnet. Die Menge der moglichen Zustédnde
eines Kontos hat diese eine Eigenschaft. Auch eine nach beiden Seiten unbegrenzt gedachte Celsius-
skala hat diese Eigenschaft. Beide sind Modelle fiir eine geordnete Menge positiver und negativer Zah-
len — nicht mehr, aber auch nicht weniger.

Zahlen haben aber weitere unverzichtbare Eigenschaften. Vor allem soll mit Zahlen gerechnet werden.
Im Besonderen wollen wir positive und negative Zahlen addieren. Die Addition ist eine innere Ver-
kniipfung auf der Menge der zugrunde liegenden Zahlen, das bedeutet, dass jedem geordneten Paar von
Zahlen eine Zahl zugewiesen wird. Dabei sind die drei Zahlen von gleicher Art. Wiirde die erste einen
Vorgang, die zweite einen Zustand und die dritte einen Zustand beschreiben, dann hétten wir es nicht
mit einer inneren, sondern mit einer dufleren Verkniipfung zu tun. Dies wire ein Gegenmodell fiir die
gewiinschte Addition!

Frau Bauer nimmt eine Gutschrift von 100 € und danach eine Lastschrift von 300 € vor. Um den glei-
chen Kontostand zu erreichen, hétte sie beide Handlungen durch eine einzige gleichwertig ersetzen
konnen - sie hitte dann eine Lastschrift von 200 € vornehmen miissen. Diese einfache Uberlegung wird
durch (+100) + (-300) = -200 erfasst. Hier steht die Addition fiir die Verkettung (das Hintereinan-
derausfiithren) von zwei Vorgidngen (Handlungen). Die Vorginge sind Abbildungen der Menge der
Zustiande auf sich. Das Verketten (Hintereinanderausfiihren) von Abbildungen ist stets assoziativ. Eine
Gutschrift oder Lastschrift bewirkt auf der Zahlengeraden eine Verschiebung. Dem Verketten von
Vorgéngen entspricht das Hintereinanderausfithren von Verschiebungen der Zahlengeraden in sich.
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Positive und negative Zahlen 1.15

Voruberlegungen

Eine geometrische Gruppe von Verschiebungen der Zahlengeraden auf sich gibt ein zum obigen ,,Kon-
tomodell“ isomorphes geometrisches Modell fiir eine additive Gruppe positiver und negativer Zahlen.

Nach dieser Einfiihrung der Addition konnen wir die Situation auch anders deuten: Auf der durch
Zahlen beschriebenen geordneten Menge der Zustédnde eines Kontos operiert die additive Gruppe der
Vorginge. Der Zustand —100 € kann dadurch erreicht werden, dass von einem leeren Konto 100 € ab-
gebucht werden. Statt vom durch —100 € erfassten Zustand auszugehen und auf diesen den durch —300
erfassten Vorgang wirken zu lassen, wird dann von dem durch-100 € erfassten Vorgang ausgegangen
und dieser wird mit dem durch —300 beschriebenen Vorgang verkettet. Offensichtlich kann das Bild
des Zustands —100 € bei der durch die Lastschrift von300 €bewirkten Abbildung durch die Addition
-100 + (-300) = —400 ermittelt werden. Die Pfeildarstellung

+(=300)

-100 (-100) + (-300) = —400

beschreibt dies eindrucksvoll, denn sie trennt Zustidnde (Urbild und Bild) optisch vom Vorgang (der
Abbildungsvorschrift). Diese Darstellungsbewahrt sich bei der praktischen Losung vieler Aufgaben.
Uberdies wird hier der gravierende Waterschied zwischen Schuldenhaben und Schuldenmachen
unmissverstdndlich ausgedriickt. Deshalb ist es angemessen, erst nach der Einfiihrung die verkiirzte
Darstellung

-300

-100 -100 - 300 = —400

heranzuziehen.

In unserer realen Welt gibt es neben reversiblen auch irreversible Vorginge bzw. Handlungen. Werden
konkrete Handlungen zu gedachten Handlungen, kann auch zu einer irreversiblen Handlung die sie
aufhebende Gegenhandlung gedacht werden. Nach Piaget ist es ein entscheidender Schritt in der Ent-
wicklung menschlichen Denkens, dass konkrete Handlungen zu gedachten reversiblen Handlungen
(Piaget nennt sie Operationen) werden. Wenigstens in Gedanken erfiillt sich die Sehnsucht nach einer
Welt, in der jeder Schaden geheilt werden kann — Menschen konnen sich nach einer Welt sehnen, in der
jede bose oder schlimme Handlung durch eine Gegenhandlung und jeder iible, schéddliche oder unange-
nehme Vorgang durch einen Gegenvorgang aufgehoben werden konnen. Diese Vorstellung entspricht
der fundamentalen Idee bei der Erweiterung einer additiven Halbgruppe zu einer additiven Gruppe:

Zu jeder Zahl a gibt es die Gegenzahl —a mit a + (-a) = 0.

»Hans verliert 1000 €.“ beschreibt einen Vorgang,zu dem Hans den Gegenvorgang ,,Hans findet

1000 €.“ vermutlich nur mit Wehmut denken kann. Jeder dieser Vorgéinge hebt den jeweils anderen auf,
wenn beide hintereinander ablaufen. Kein geringerer als Carl Friedrich GauB bemerkt hierzu 1831:

,» Positive und negative Zahlen konnen nur da eine Anwendung finden, wo das Gezdhlte ein Entgegen-
gesetztes hat, das mit ihm vereinigt gedacht der Vernichtung gleichzustellen ist.“

Die Modelle, welche Lernende zuerst erfahren, sollen unbedingt eine logisch unanfechtbare Grundvor-
stellung liefern, an denen sie sich nachhaltig orientieren konnen. Beispielsweise kann (+6) + (—6) = 0
fiir folgenden Sachverhalt stehen: ,,Wir betrachten einen Korper. Wird seine Temperatur um 6 Grad
erhoht und danach um 6 Grad erniedrigt, dann hat sich die Temperatur des Korpers insgesamt nicht
verandert, denn beide Vorginge heben sich gegenseitig auf (vernichten sich). Dies ist eine innere Ver-
kniipfung auf der Menge der Zahlen, welche Temperaturdnderungen beschreiben. Allerdings ist dieses
Modell nur uneingeschrinkt geeignet, wenn die Temperatur sowohl nach oben als auch nach unten unbe-
grenzt gedacht wird. Nun wird aber keine Temperatur unterhalb des absoluten Nullpunktes gemessen.
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1.15 Positive und negative Zahlen

Voruberlegungen

(+3) + (-2) beschreibt bei jeder Ausgangstemperatur eine Erwarmung um 1 Grad. Dagegen ist

(-2) + (+3) nur fir Ausgangstemperaturen realisierbar, die mindestens 2 Grad oberhalb des absoluten
Nullpunktes liegen. In diesem Modell ist die Addition also nicht kommutativ. Nur scharf denkende
Schiiler werden diesen Mangel wahrnehmen. Das sollte lobend herausgestellt werden, denn schlieBlich
miissen alle Schiiler erfahren, dass reale Modelle gelegentlich idealisiert gedacht werden, damit sie alle
gewiinschten Eigenschaften haben. Dass die Temperaturskala unbegrenzt gedacht wird, mag noch ange-
hen. Wie soll aber folgender Versuch einer einfithrenden und.damit yorrangig im Gedéchtnis der Ler-
nenden sich einpragenden Interpretation der Summe (+6) +.(-6) = 0 bewertet werden: ,,Die Tempe-
ratur betragt +6 °C. Es kiihlt um 6 Grad ab. Danach hates #0,°C.“ Die erste Zahl (+6) beschreibt einen
Zustand, die zweite Zahl (-6) eine Anderung und di€ dritte Zahl 0 beschreibt einen Zustand. (Die alte
Schreibweise der Physiker hebt den Unterschied zwischen einem Zustand wie 21 ° (Grad Celsius) und
einer Zustandsdnderung wie 15 grd (Grad) hervorsBie heutigen Angaben in K (Kelvin) fiir beides tun
das nicht.) Diese Verkniipfung ist keine innere)Verkniipfung und sie ist auch nicht assoziativ: Einerseits
ist [(+6) + (-6)] + (+9) = 0 + (+9) =.+9Dabeiist 0 ein Zustand, der mit dem Vorgang (+9) ver-
kntipft wird. Es ergibt sich der durch +9 erfasste Zustand. Andererseitsist (+6) + [(-6) + (+9)] =
(+6) + (+3) = ? Nun soll ein Zustand (+6) mit einem Zustand (+3) verkniipft werden. Dies leistet
die beschriebene Verkniipfung nicht:

Eine Abkiihlung um 6 Grad bewirkt eine Abbildung der Menge der Temperaturzustédnde auf sich.
(+6) + (-6) = 0kann mithilfe eines Pfeildiagramms veranschaulicht werden:

—6 Grad

+6 °C 0°C.

Dass der Endzustand durch die Addition (+6) + (-6) berechenbar ist, ergibt sich, wenn wir nicht vom
Zustand +6 °C, sondern von einem Korper der Temperatur 0 °C ausgehen und diesen zuerst um 6 Grad
erwirmen. Die additive Gruppe der Anderungen der Temperatur operiert also auf der Menge der Tem-
peraturzustidnde.

In einem Raum befinden sich mehrere Menschen. Wie soll die folgende immer wieder au3erhalb eines
seridosen Mathematikunterrichts vorgeschlagene Deutung von (+3) + (-5) + (+2) = 0 bewertet
werden: ,,Wenn 3 Personen in einem Raum sind und 5 Personen den Raum verlassen, dann miissen

2 Personen hereinkommen, damit sich im Raum keine Person aufhilt?* Dies ist nicht launig, sondern
unertriglicher Unsinn. Natiirlich gibt es eine angemessene Interpretation, die alltéglicher Erfahrung
nicht widerspricht: ,,Wenn in einen Raum 3 Personen hineingehen, anschlieBend 5 Personen hinaus-
gehen und danach 2 Personen hineingehen, dann hat sich insgesamt die Anzahl der Personen im Raum
nicht verindert.“ Ubrigens kann auch festgestellt werden, dass zu Beginn mindestens 2 Personen im
Raum waren.

Ein Problem fiir sich ist die Multiplikation positiver und negativer Zahlen. Gelegentlich wird behauptet,
hier sei keine inhaltliche Vorstellung moglich. Zahlen konnen Verschiebungen auf der Zahlengeraden
beschreiben. Das Hintereinanderausfiihren fithrt zur Addition. Zahlen sind auch geeignet, als Stre-
ckungsfaktoren zentrische Streckungen mit festem Zentrum zu erfassen. Beim Hintereinanderaus-
fiihren solcher zentrischen Streckungen werden die Streckungsfaktoren multipliziert. Die identische
Abbildung hat den Streckungsfaktor +1. Wird die zentrische Streckung mit dem Streckungsfaktor (-1)
als Drehung um 180° interpretiert,dann kénnen (+1) - (+1) = (-1) - (-1) = +1 und (+1) - (-1) =
(<1) - (+1) = -1 nicht ldnger verwechselt werden. Ubrigens ist so auch die Erweiterung zu den kom-
plexen Zahlen samt deren Multiplikation anschaulich angenehm méglich; die imaginire Einheit 1
beschreibt eine Drehung um 90°und i - i = -1 ist nichts Geheimnisvolles, sondern ist offensichtlich.
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